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ABSTRACT
T h i s  p a p e r  i s  c o n c e r n e d  w i t h  n e c e s s a r y  a n d  s u f f i c i e n t  
c o n d i t i o n s  i n  t e r m s  o f  h o m o lo g y  f o r  r e t r a c t i n g  c e r t a i n  ANR's 
o n t o  s p h e r e s .  I n  f a c t  however. ,  t h e  m a i n  t h e o r e m s  a r e  p r o v e d  
f o r  a  l a r g e r  c l a s s  o f  s p a c e s ,  t h e  m e t r i z a b l e  s p a c e s  w h i c h  
a r e  d o m i n a t e d  b y  l o c a l l y  f i n i t e  p o l y h e d r a .  S e v e r a l  
c o r o l l a r i e s  i n  t h e  t h e o r y  o f  f i x e d  p o i n t s  a r e  o b t a i n e d ,  
u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  a n y  s p a c e  w h i c h  r e t r a c t s  t o  a  s p h e r e  
d o e s  n o t  h a v e  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y , ,  The b a s i c  r e s u l t s  
c o n c e r n i n g  r e t r a c t i o n s  a r e  t h e s e :
(1 )  I f  X i s  a  m e t r i z a b l e  s p a c e  w h i c h  i s  d o m i n a t e d  
b y  a  f i n i t e  ( m + l ) - d i m e n s i o n a l  p o l y h e d r o n ,  an d  i f  X c o n t a i n s  
a n  m - s p h e r e  3 s u c h  t h a t  t h e  i n c l u s i o n  ma,p i : S — >X y i e l d s  
a  s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e
0 _ 4 H m( S ) l i H m( X ) - 4 H m(X ) /H m( S ) ^ 0
t h e n  S i s  a  r e t r a c t  o f  X.
( 2 )  I f  X i s  a  m e t r i z a b l e  s p a c e  w h ic h  i s  d o m i n a t e d  
b y  a  l o c a l l y  f i n i t e  p o l y h e d r o n ,  a n d  i f  X c o n t a i n s  a  s i m p l e  
c l o s e d  c u r v e  S s u c h  t h a t  t h e  i n c l u s i o n  map i . :S— >X 
y i e l d s  a  s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e
c > b,  v . , — •> i.! j », x ) ->in  ( x ) /  H- {3 / ) o
iv
t h e n  S i s  a  r e t r a c t  o f  X.
S i n c e  a  r e t r a c t i o n  r : X — >S i n d u c e s  a  hom om orphism  
r * : H n (X)— ^Hn (S)  s u c h  t h a t  r * i *  i s  t h e  i d e n t i t y
hom om orph ism  o f  Hn (X) f o r  e a c h  n 3 t h e  a b o v e  c o n d i t i o n s
on t h e  h o m o lo g y  g r o u p s  f o r  r e t r a c t i n g  X o n t o  S a r e  a l s o  
n e c e s s a r y .
The f o l l o w i n g  r e s u l t s  a r e  o b t a i n e d  a s  c o r o l l a r i e s  
t o  t h e  r e t r a c t i o n  t h e o r e m s .
(3 )  I f  X i s  a  m e t r i z a b l e  s p a c e  w h i c h  i s  d o m i n a t e d  
b y  a  f i n i t e  ( m + 1 ) - d i m e n s i o n a l  p o l y h e d r o n ,  a n d  t h e r e  i s  a  
m a p p in g  f : S ra— >X s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e
i s  s p l i t  e x a c t ,  t h e n  X h a s  t h e  h o m o to p y  t y p e  o f  a  s p a c e  
Y w h i c h  r e t r a c t s  t o  a n  m - s p h e r e .  I f  X i s  an  ANR t h e n  
t h e r e  i s  s u c h  a  Y w h i c h  i s  a l s o  a n  ANR. F u r t h e r m o r e ,  i n  
t h e  c a s e  t h a t  S i s  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e ,  t h e  d i m e n s i o n  
a n d  f i n i t e n e s s  c o n d i t i o n s  on t h e  d o m i n a t i n g  p o l y h e d r o n  a r e  
u n n e c e s s a r y .
2 - d i m e n s i o n a l  p o l y h e d r o n  h a v i n g  E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  z e r o  
an d  a l s o  h a v i n g  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .  I f  X i s  a 
f i n i t e  2 - d i m e n s i o n a l  p o l y h e d r o n  w i t h  z e r o  E u l e r  
c h a r a c t e r i s t i c ,  t h e n  t h e  E u l e r - P o i n e a r e  f o r m u l a  a s s u r e s  t h a t  
H-^(X) i s  n o t  a  t o r s i o n  g r o u p .  Now i t  f o l l o w s  f r o m  ( 2 )  t h a t
f
I t  i s  n o t  known i f  t h e r e  e x i s t s  a  f i n i t e
v
i f  M i s  a  c o m p a c t  m a n i f o l d  s u c h  t h a t  H-^(M) i s  n o t  a
t o r s i o n  g r o u p  t h e n  M r e t r a c t s  t o  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e .  
I t  w o u ld  be o f  i n t e r e s t  t o  know i f  t h i s  i s  t r u e  f o r  f i n i t e  
p o l y h e d r a ,  f o r  i n  t h a t  c a s e  no  f i n i t e  p o l y h e d r o n  w i t h  z e r o  
E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  w o u ld  h a v e  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .
CHAPTER I
INTRODUCTION
T h i s  p a p e r  i s  c o n c e r n e d  w i t h  n e c e s s a r y  an d  s u f f i c i e n t  
c o n d i t i o n s  i n  t e r m s  o f  h o m o lo g y  f o r  r e t r a c t i n g  c e r t a i n  ANR's 
o n t o  s p h e r e s o  I n  f a c t  h o w e v e r ,  t h e  m a i n  t h e o r e m s  a r e  p r o v e d  
f o r  a  l a r g e r  c l a s s  o f  s p a c e s ,  t h e  m e t r i z a h l e  s p a c e s  w h i c h  
a r e  d o m i n a t e d  Toy l o c a l l y  f i n i t e  p o l y h e d r a .  S e v e r a l  
c o r o l l a r i e s  i n  t h e  t h e o r y  o f  f i x e d  p o i n t s  a r e  o b t a i n e d ,  
u s i n g  t h e  f a c t  t h a t  a n y  s p a c e  w h i c h  r e t r a c t s  t o  a  s p h e r e  
d o e s  n o t  h a v e  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y . ,
I t e m s  w i l l ,  be  n u m b e r e d  c o n s e c u t i v e l y  t h r o u g h o u t  a 
c h a p t e r „ F o r  e x a m p le ,  I I . 6 s t a n d s  f o r  i t e m  6 o f  C h a p t e r  
I I ,  no  m a t t e r  i f  i t  i s  a  t h e o r e m ,  lemma, d e f i n i t i o n ,  e t c .  
N u m e r a l s  i n  s q u a r e  b r a c k e t s  a r e  b i b l i o g r a p h i c a l  r e f e r e n c e s .
I . 1 .  I f  X i s  a  t o p o l o g i c a l  s p a c e  a n d  A c  X , 
t h e n  A w i l l  d e n o t e  t h e  c l o s u r e  o f  A i n  X. A m a p p in g ,  
o r  map, i s  a  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n .  I f  A c x , a, map 
r : X — >A i s  c a l l e d  a, r e t r a c t i o n  i f  t h e  r e s t r i c t i o n  o f  r
t o  A , r | A  , i s  t h e  I d e n t i t y  m a p p in g  o f  A. I n  t h e  c a s e
t h a t  s u c h  a  map e x i s t s ,  A i s  s a i d  t o  b e  a  r e t r a c t  o f  X ,
a n d  X i s  s a i d  t o  r e t r a c t  t o  A.
The s t a n d a r d  n - c e l l  w i l l  b e  d e n o t e d  b y  I n „ I n
1
2
p a r t i c u l a r *  I  w i l l  d e n o t e  t h e  u n i t  i n t e r v a l .  Sn w i l l  
d e n o t e  t h e  n - s p h e r e .  I f  A c  X A i s  s a i d  t o  b e  a
d e f o r m a t i o n  r e t r a c t  o f  X i f  t h e r e  i s  a  map H:X x I — JX
s u c h  t h a t  H(x*C) = x  f o r  a l l  x  e X H ( a * l )  = a  f o r
a l l  a  e A an d  H ( X x { l j )  c  a . A i s  s a i d  t o  be  a  s t r o n g
d e f o r m a t i o n  r e t r a c t  o f  X i f  t h e r e  i s  a  map H:X.Xl— >X
s u c h  t h a t  H (x*0)  = x  f o r  a l l  x  e X , H ( a * t )  = a  f o r  a l l
a  e A an d  t e l *  an d  H (X x { l} )  c  a . A s p a c e  X i s  s a i d  
t o  be  c o n t r a c t i b l e  i f  t h e r e  i s  a  p o i n t  x e X w h i c h  I s  a  
d e f o r m a t i o n  r e t r a c t  o f  X.
I f  f : X — >Y i s  a  map., t h e  m a p p i n g  c y l i n d e r  M (f)  
o f  f  i s  t h e  s p a c e  f o r m e d  b y  t a k i n g  t h e  d i s j o i n t  u n i o n  o f  
X x I  an d  Y a n d  i d e n t i f y i n g  p o i n t s  ( x * l )  e X x I  w i t h  
c o r r e s p o n d i n g  p o i n t s  f ( x )  e Y, Y i s  a  s t r o n g  d e f o r m a t i o n
r e t r a c t  o f  M (f )  * w i t h  d e f o r m a t i o n  " H :M (f )  X I — JM (f )  
b e i n g  g i v e n  b y  H ( y , s )  = y  f o r  y  e Y c  M ( f )  a n d  s e I  *
an d  H(x,, t * s )  = (x* t - s t  + s , s )  f o r  ( x , t )  e M (f )  and  
s e I .  F o r  a  s p a c e  X * t h e  c o n e  o v e r  X * C(X) * i s  t h e  
m a p p in g  c y l i n d e r  o f  a  c o n s t a n t  map. The p o i n t  o f  C(X) 
w h i c h  i s  t h e  im age  o f  t h e  c o n s t a n t  map I s  c a l l e d  t h e  c o n i n g  
p o i n t .
♦
1 . 2 .  L e t  C be  a  c l a s s  o f  t o p  ( . ' l o g i c a l  s p a c e s .  An 
a b s o l u t e  r e t r a c t  (AR) f o r  t h e  c l a s s  C i s  a  s p a c e  Y i n  
C s u c h  t h a t  e v e r y  h o m e o m o rp h ic  im age o f  Y a s  a  c l o s e d  
s u b s p a c e  o f  a  s p a c e  Z i n  C i s  a  r e t r a c t  o f  Z. An a b -
3
s o l u t e  n e i g h b o r h o o d  r e t r a c t  (ANR) f o r  t h e  c l a s s  C i s  a 
s p a c e  Y i n  C s u c h  t h a t  e v e r y  h o m e o m o rp h ic  im age  o f  Y 
a s  a  c l o s e d  s u b s p a c e  o f  a  s p a c e  Z i n  C i s  a  n e i g h b o r h o o d  
r e t r a c t  o f  Z. T h a t  i s ,  i f  h :Y :— >Z i s  an  i m b e d d i n g  an d  
h (Y )  i s  c l o s e d  i n  Z , t h e n  t h e r e  i s  a  n e i g h b o r h o o d  V o f  
h (Y )  i n  Z s u c h  t h a t  h(Y) i s  a  r e t r a c t  o f  V.
I n  t h i s  p a p e r  t h e  t e r m s  AR an d  ANR w i l l  mean,  
r e s p e c t i v e l y ,  AR and  ANR f o r  t h e  c l a s s  o f  s e p a r a b l e
m e t r i c  s p a c e s .
I t  i s  p r o v e d  i n  [6 ]  t h  . a t  i  f  A i s  a  d e f o r m a t i o n
r e t r a c t  o f  a  s p a c e  X , a n d  i f  A a n d  X a r e  ANR's , t h e n
A i s  a  s t r o n g  d e f o r m a t i o n  r e t r a c t  o f  X.
\
1 . 3 -  The w ord  " c o m p le x "  w i l l  -a lways  mean " c o u n t a b l e  
s i m p l i c i a l  c o m p le x . " '  An n - c o m p l e x  i s  a  c o m p le x  o f  d i m e n s i o n  
n„ I f  K I s  a  c o m p le x ,  t h e n  I t  I s  s t a n d a r d  p r a c t i c e  t o  l e t  
|K| d e n o t e  t h e  t o p o l o g i c a l ,  s p a c e  a s s o c i a t e d  w i t h  K. S u ch  
a  s p a c e  i s  c a l l e d  a  p o l y h e d r o n .  F o r  a n y  c o m p le x  K , t h e  
s p a c e  | k | w i l l  h a v e  t h e  weak t o p o l o g y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  
c l o s e d  s imp 1 e x e s  o f  K. „ S o m e t im e s  i n  t h i s  p a p e r  t h e  w o rd s  
" c o m p le x "  a n d  ' ' p o l y h e d r o n ' 1 w i l l  b e  u s e d  i n t e r c h a n g e a b l y .
The m e a n in g  w i l l ,  b e  c l e a r  f ro m  t h e  c o n t e x t .
The E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  o f  a  f i n i t e  c o m p le x  K , 
x ( K )  , I s  t h e  n um ber  E” _ . Q ( - l ) n n(K.} , w h e re  n (K )  i s  t h e  
n um ber  o f  n - s i m p l e x e s  o f  K„ The n - t h  B e t t i  n um ber  o f  K
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i s  t h e  r a n k  o f  t h e  n - t h  h o m o lo g y  g r o u p  o f  K. The E u l e r -  
P o i n c a r e  f o r m u l a  s t a t e s  t h a t  t h e  E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  o f  K•5/
i s  a l s o  e q u a l  t o  S ^ _ 0 ( - l ) nBn  , t h e  a l t e r n a t i n g  sum o f  t h e
B e t t i  n u m b e r s  o f  K.
A c o m p le x  K i s  s a i d  t o  b e  l o c a l l y  f i n i t e  i f  e a c h
s i m p l e x  o f  K i n t e r s e c t s  o n l y  f i n i t e l y  many o t h e r  s i m p l e x e s
o f  K. I f  K i s  l o c a l l y  f i n i t e , ,  t h e n  Jk | i s  m e t r i z a b l e .
A m e t r i c  d i s  g i v e n  a s  f o l l o w s .  F o r  a  p o i n t  x  e |K|
a n d  a v e r t e x :  v  o f  K , l e t  v ( x )  b e  t h e  v - t h  b a r y c e n t r i c
c o o r d i n a t e  o f  x„ F o r  x  a n d  y  i n  | K| , l e t  d ( x ^ y )  =
>/s e ^ - ( v ( x ) - v ( y ) ) ^  . N o te  t h a t  t h e  sum i s  f i n i t e . ,  i n  t h e
s e n s e  t h a t  a l m o s t  a l l  o f  t h e  summands a r e  z e r o .  T h u s  i f  
K i s  a l o c a l l y  f i n i t e  c o m p lex  ( rem e m b e r  t h a t  c o m p l e x e s  a r e  
c o u n t a b l e ) , I k ! i s  a  s e p a r a b l e  m e t r i c  s p a c e .  I t  i s  
shown i n  [6 ]  t h a t  |K.| i s  a n  ANR.
I f  a i s  an  n - s i m p l e x  o f  a  c o m p le x  K 3 t h e n
B d (o )  , t h e  b o u n d a r y  o f  a , i s  t h e  u n i o n  o f  a l l  o f  t h e  f a c e s  
o f  a o f  d i m e n s i o n  l e s s  t h a n  n .  The i n t e r i o r  o f  o ,
I n t ( a )  , i s  e q u a l  t o  a \ B d ( a )  . I f  A i s  a, sub  comp l e x  o f  a
c o m p le x  K  ̂ t h e n  (R (A ) ,K )  , o r  s i m p l y  R(A) 'when no
c o n f u s i o n  c a n  a r i s e * d e n o t e s  t h e  r e g u l a r  n e i g h b o r h o o d  o f  
A in  K. I t  i s  equal ,  t o  (t e t h e r e  i s  some
o  e  s u c h  t h a t  t  i s  a  f a c e  o f  a  a n d  o  n A f  <{)] ,
w h e re  i s  t h e  s e c o n d  b a r y c e n t r i c  s u b d i v i s i o n  o f  K.
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D e f i n e  B d (R (A ) )  t o  b e  t h e  s e t  o f  s im p 1 e x e s  o f  R(A) w h i c h  
do n o t  m e e t  A. N o t i c e  t h a t  t h e  d e f i n i t i o n  o f  r e g u l a r  
n e i g h b o r h o o d  g i v e n  h e r e  d i f f e r s  s l i g h t l y  f r o m  t h a t  g i v e n  b y  
J . H . C ,  W h i t e h e a d .
Lemma 1 . 4 : I f  K i s  a  l o c a l l y  f i n i t e  c o m p le x  a n d
A i s  a  s u b c o m p l e x  o f  K , h h en  t h e r e  i s  a  m a p p in g
€>
f : B d ( R ( A ) )  x I — >R(A) s u c h  t h a t  f ( x 50)  = x  f o r  
x e B d ( R ( A ) ) , f ( B d ( R ( A) )  x {1})  = f ( B d ( R ( A ) ) XI) H A , 
an d  f | B d ( R ( A ) )  x [ 0 , 1 )  i s  a  h o m eom orph ism .
P r o o f : F o r  e a c h  n - s i m p l e x  c  e K w h i c h  m e e t s  b o t h
A a n d  K\A , o f| B d (R (A ) )  i s  an  ( n - l ) - c e l l  CQ . C0
I
s e p a r a t e s  Q i n t o  two n - c e l l s 5 one  o f  which. ,  Ca , i s
e q u a l  t o  R(A) 0 o . Now a n A i s  a. f a c e  o f  o s an d  i s
t h u s  a  c e l l  o f  d i m e n s i o n  l e s s  t h a n  o r  e q u a l  t o  n - 1
f
c o n t a i n e d  i n  t h e  b o u n d a r y  o f  C^. Thus  a  map
I
f._:C x I — »Ch may b e  d e f i n e d  w h i c h  s a t i s f i e s  t h e  c o n d i t i o n s  O O o
o f  t h e  t h e o r e m .  A map f  s a t i s f y i n g  t h e  c o n d i t i o n s  o f  t h e
t h e o r e m  may b e  c o n s t r u c t e d  b y  i n d u c t i v e l y  d e f i n i n g  a
c o l l e c t i o n  o f  f _ ' s so  t h a t  f  and  f  a g r e e  on
1 2
D ° 2. 3 ^ o r  a n ^  CT1 an<^ ° 2" ^ 0 r  ^u r 't^-e r  d e t a i l s . ,  s e e
[9 'J
Lemma I . 5: I f  K i s  a  l o c a l l y  f i n i t e  c o m p le x  an d
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A i s  a  s u b c o m p l e x  o f  K , t h e n  A i s  a  s t r o n g  d e f o r m a t i o n  
r e t r a c t  o f  R ( A ) „
P r o o f ; L e t  f : B d ( R ( A ) )  x I — »R(A) b e  a  map a s  i n  
Lemma I „ 4 „  T h en  d e f i n e  a  d e f o r m a t i o n  H:R(A) x I — >R(A) 
b y  K ( x ^ t )  = x  f o r  x  e A * a n d  H ( x , t )  = f ( z , , s - s t  + t )  , 
w h e r e  x  = f ( z . ,  s ) „
I „ 6 c  'The h o m o lo g y  t h e o r y  u s e d  w i l l  b e  s i n g u l a r  
t h e o r y  w i t h  i n t e g e r  c o e f f i c i e n t s . ,  a l t h o u g h  t h e r e  w i l l  b e  
o c c a s i o n  t o  u s e  t h e  f a c t  t h a t  s i n g u l a r  t h e o r y  an d  
s i m p i l c i a l  t h e o r y  a r e  e q u i v a l e n t  f o r  l o c a l l y  f i n i t e  
p o l y h e d r a  ( s e e  [ 2 ] ) .  I f  f ; X — >Y i s  a  map, t h e n  f *  :
H (X)— >H (Y) w i l l  b e  t h e  c o r r e s p o n d i n g  i n d u c e d  homo­
morphism.,  I n  m o s t  c a s e s  t h e  s u b s c r i p t  on  t h e  i n d u c e d  
hom om orph ism  w i l l  be o m i t t e d , ,
I f  G i s  an  a b e l i a n  group. ,  l e t  T(G) d e n o t e  t h e  
t o r s i o n  s u b g r o u p  o f  G„ The s e q u e n c e
O— ( G) — >G-—>G/"I\G) - — yu i s  sp i . i t -  e x a c t . ,
for a n y  A b e l i a n  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  g r o u p  G. F o r  a  s p a c e  X 
a n d  a  p o s i t i v e  i n t e g e r  n  t h e  n - t h  weak h o m o lo g y  g r o u p  
o f  X , d e n o t e d  b y  -wHn (X) „ i s  t h e  g r o u p  Hn (X ) /T (H n ( X ) ) .
I „ 7 »  A CW-eomplex i s  a  s p a c e  X t o g e t h e r  w i t h  a
c o l l e c t i o n  {f  —~>X} . T o f  m a p p i n g s  o f  c e l l s  i n t o  X ,
J J J e <->
s u c h  t h a t :  i )  X = U ■ p Tf  • ( I  •) - i f )  F o r  e a c h  j  e J  .,
J u J J
7
f  . | I n t ( I  .) i s  a. hom eom orph  i sm ,  and  i f  i  ^  j  t h e n  
J J
f .  ( I n t ( I i ) )  n f  - ( I n t  ( I  . ) )  = {). i l l )  F o r  e a c h  j  e J  ,
^  J- <J «J
f  ( B d ( l . ) )  ~ .v w h ere  t h e  d i m e n s i o n  o f  1 ^  i s
l e s s  t h a n  t h e  d i m e n s i o n  o f  I  . f o r  e a c h  k„ i v )  X h a s
J
weak t o p o l o g y  w i t h  r e s p e c t  o f  [ f . ( I . ) j .  T„
J J 3 ~ ^
T he  n - s k e l e t o n  o f  aC W -oom plex  X i s  t h e  u n i o n  o f
a l l  f . ( I . )  , w h e r e  t h e  d i m e n s i o n  o f  I .  i s  l e s s  t h a n  o r
-T  3 J 3
e q u a l  t o  n .  I t  i s  d e n o t e d  b y  Xn „ A t r e e  i s  an  a c y c l i c
1 - c o m p l e x , . I t  i s  shown i n  [6 ]  t h a t  e v e r y  l o c a l l y  f i n i t e
t r e e  i s  c o n t r a c t i b l e . A b o u q u e t  i s  a  CW-complex w h ic h
i s  f o r m e d  by  t h e  wedge o f  a  c o l l e c t i o n  o f  n - s p h e r e s . ,  f o r
some n .  I f  X i s  a  CW-complex an d  x  e X t h e n  t h e  s t a r
o f  x  , s t ( x )  j i s  t h e  u n i o n  o f  a l l  f  . ( I n t ( I  . ) )  s u c h  t h a t
J J
a. f . ( I . ) o  D e f i n e  B d ( s t ( x ) )  t o  be  t h e  u n i o n  o f  a l l  
3 3
f  ( I  j i n  s tf(xy w h i c h  do n o t  c o n t a i n  x„ I f  X i s  a
J
0W--comp l e x  a n d  Y i s  a  space . ,  t h e n  a  f u n c t i o n  g jX — ) Y  i s
con  s i n u o u s  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  r e s t r i c t i o n  t o  f  . ( I  ,)  i s
J J
c o n t i n u o u s ^  f o r  e a c h  j  e J .  T h i s  f o l l o w s  f ro m  t h e  f a c t
t h a t  X h a s  t h e  weak t o p o l o g y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  f . ( I , ) ! s
J J
N o t i c e  t h a t  e v e r y  s i m p l i c i a l  c o m p le x  i s  a l s o  a
CW -  c omp 1 ex  „
I „ 8 „  I f  X I s  a s p a c e  a n d  a i s  a  c o v e r  o f  X ,
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t h e r e  i s  a s s o c i a t e d  w i th  a a  s i m p l i c i a l  c o m p le x  c a l l e d  t h e  
n e r v e  o f  a U f a ) .  The v e r t i c e s  o f  N ( a )  a r e  t h e  e l e m e n t s
o f  a  , and  v e r t i c e s  1/i ,  . . . ,V o f  N ( a )  s p a n  a  s im plex ;
o f  N(cc; i f  an d  o n l y  i f  I f  X i s  a  m e t r i c
s p a c e  w i th ,  m e t r i c  d  . an d  a i s  a  l o c a l l y  f i n i t e  op en
c o v e r  o f  X j t h e r e  i s  a map f : S — >N(&) > c a l l e d  t h e
b a r y c e n t r i c  a - m a p * w h i c h  i s  d e f i n e d  a s  f o l l o w s „ F o r  x  e X,
l e t  7 - , , o „ o , 7  b e  t h e  e l e m e n t s  o f  a  w h i c h  c o n t a i n  x .1 m
Lex f(x:)  b e  t h e  e l e m e n t  o f  t h e  s i m p l e x  s p a n n e d  b y  
^ l - :' ” “ ° v^m h a v i n S fra r y C en t r i c  c o o r d i n a t e s  b^j
w h e r e  'b = d ( x ,  A V  (x ,  X \v .  ) .
J  «_J J_ _L J_
1 . 9 -  -A s p a c e  Y i s  s a id ,  t o  d o m i n a t e  a  s p a c e  X
i f  t h e r e  a r e  maps f : X — »Y an d  g ;Y —->X s u c h  t h a t  t h e
c o m p o s i t i o n  g f s X — >X i s  h o m o t o p i c  t o  t h e  i d e n t i t y  map
of XL I n  t h i s  case . ,  f o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  n  t h e
hom om orph ism  g * f * : H (X)--»K ( X) i s  t h e  i d e n t i t y  homo-n
m o rp h ism ,  so  f*  i s  a. m onom orph ism  a n d  t h e  s e q u e n c e
f *
O— >Kn (X)— ^Hn (Y)— >Hn ( Y ) / f ^ . ( H n ( X ) ) — »0
i s  s p l i t  e x a c t . N o te  t h a t  i f  X i s  a  r e t r a c t  o f  Y , t h e n  
v d o m i n a t e s  X.
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T h e o rem  1 ,10-. I f  X I s  a n  ANR t h e n  X i s
d o m i n a t e d  b y  a  l o c a l l y  f i n i t e  p o l y h e d r o n , ,
The f o l l o w i n g  i s  a  s k e t c h  o f  a  p r o o f .  S i n c e  X i s
an ANR , t h e r e  i s  a n  o p e n  c o v e r  a o f  X s u c h  t h a t  i f  f
and. g a r e  two maps f ro m  a n  a r b i t r a r y  s p a c e  Y i n t o  X
h a v i n g  t h e  p r o p e r t y  t h a t  f o r  a n y  y  e Y , f(y) and. g ( y )
a r e  i n  s, common member o f  cl , t h e n  f  a n d  g  a r e  homo­
t o p i c ,  I f  3 i s  a. s u f f i c i e n t l y  f i n e  l o c a l l y  f i n i t e  o p e n  
r e f i n e m e n t  o f  a. , an d  i f  f;X-—> N (3)  I s  t h e  b a r y c e n t r i c  
3 -map, t h e n  t h e r e  i s  a. ma.p g : N ( 3 ) — ?X s u c h  t h a t  g f ( x )  
and  x  a r e  i n  a. common member o f  a  ,, f o r  e a c h  x. e X,
Thus g f : X — >X i s  h o m o t o p i c  t o  t h e  i d e n t i t y  map o f  X,
N o t i c e  t h a t  i f  X i s  c o m p a c t  t h e n  a, f i n i t e  @
may b e  c h o s e n .  I f  X i s  c o m p a c t  an d  I f  t h e  d i m e n s i o n  o f
X i s  n  j t h e n  a, f i n i t e  3 may b e  c h o s e n  so  t h a t  t h e  
d i m e n s i o n  o f  N(,3) i s  a t  m o s t  n .  F o r  f u r t h e r  d e t a i l s  o f
t h e  p r o o f ,  s e e  C h a p t e r  TV o f  [ 6 ] „
Lemma I . 1 1 ; I f  K I s  a, f i n i t e  p o l y h e d r o n  s u c h  t h a t
H-^(K) i s  n o t  a t o r s i o n  group.,  t h e n  t h e r e  I s  a  m a p p in g
f ' S1— >K s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e
f
0— > Hx ( S 1 ) - 4 H l {K )— >Hx ( K ) / f # ( Hx ( S 1 ) )— > 0
i s  s p l i t  e x a c t .
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^ o o f :  T h e r e  I s  a  n a t u r a l  t r a n s f o r m a t i o n  h  f ro m
t h e  f u n c t o r  tic t o  t h e  f u n c t o r  c a l l e d  t h e  Hurewi.cz
h o m o m orph ism .  F o r  t h e  s p a c e  K h :  tt̂  (K, x ) — >Ih ( K) i s
a n  e p i m o r p h i s m .  S i n c e  K i s  a  f i n i t e  p o l y h e d r o n ,  H1 (K)
i s  a  f i n i t e l y  g e n e r a t e d  a h e l i a n  g r o u p .  C h o o se  a  b a s i s  f o r  
H-^(K) , a n d  l e t  b b e  a  b a s i s  e l e m e n t  o f  i n f i n i t e  o r d e r .
L e t  b '  b e  a n  e l e m e n t  o f  h'”"*"(b)„ T h e r e  i s  a  map
f : S - — -»K s u c h  t h a t  t h e  h o m o to p y  c l a s s  ( f )  i s  b ' „  L e t
a,' g e n e r a t e  t h e  f u n d a m e n t a l  g r o u p  o f  8^ , an d  l e t  a  be
t h e  c o r r e s p o n d i n g  g e n e r a t o r  o f  H-^(S1 ) , u n d e r  h„ L e t
Vj  ( S 1 , z'y— 4 ir1 (K, x q )  b e  t h e  hom om orphism  i n d u c e d  by  f .
T h en ,  s i n c e  ( f )  = b '  , f ^ ( a ' )  = b 1 o r  f ^ ( a ' )  = b '  ^
S u p p o s e ,  w i t h o u t  l o s s  o f  g e n e r a l i t y ,  t h a t  f ^ ( a ' )  = b ' .
S i n c e  h  i s  a  n a t u r a l  t r a n s f o r m a t i o n ,  f * ( a )  := f * h ( a ' )  =
h f ^ ( a . r ) = h ( b ' )  = b .  T h u s  t h e  s e q u e n c e
f*
Q— >H1 ( S 1 ) — >H1 (K )—  ̂ H 1 ( K ) / f ^ ( H 1 ( i r  ))-—>0
i s  s p l . i t  e x a c t .
N o te  t h a t  t h e  a b o v e  lemma a l s o  h o l d s  when K i s  a  
s p a c e  w h i c h  i s  d o m i n a t e d  b y  a  f i n i t e  p o l y h e d r o n .
The f o l l o w i n g  t h e o r e m s  a r e  q u o t e d  w i t h o u t  p r o o f .
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T h e o re m  I  .1.2: ( B o r s u k ' s  H om otopy  E x t e n s i o n  Theorem )
I f  Y i s  an  ANR , t h e n  e v e r y  c l o s e d  su b  s p a c e  A o f  an  
a r b i t r a r y  m e t r i z a b l e  s p a c e  X ha.s t h e  h o m o to p y  e x t e n s i o n  
p r o p e r t y  i n  X w i t h  r e s p e c t  t o  Y. I n  o t h e r  w o r d s ,  e v e r y  
p a r t i a l  h o m o to p y  H;A X I — of  an  a r b i t r a r y  map 
f : X — y i  h a s  a n  e x t e n s i o n  F:X x I — ^Y , s u c h  t h a t  
F ( x , 0) = f ( x ) .
A p r o o f  o f  t h i s  t h e o r e m  c a n  be f o u n d  i n  C h a p t e r  
IV  o f  [ 6 ] „
T h e o re m  I . l ; j : L e t  G- b e  a f i n i t e l y  g e n e r a t e d  f r e e
a b e l i a n  g r o u p  o f  r a n k  n  , and  l e t  H b e  a  s u b g r o u p  o f  G.
Then  H i s  a f i n i t e l y  g e n e r a t e d  f r e e  a b e l i a n  g r o u p  o f  r a n k
m < n , a n d  t h e r e  a r e  b a s e s  [a-^, . .  », a  } f o r  G and
{b., ,   /b  ] f o r  H . s u c h  t h a t  t h e r e  e x i s t  i n t e g e r si. in
k. , . .. . , k w i t h  t .  = k. a.. , f o r  i  = 1 ,m„_i.' • m i  l.
A p r o o f  o f  t h i s  t h e o r e m  c a n  be  f o u n d  i n  C h a p t e r  5
o f  i'M .
T h e o re m  I „ l 4; (V e c k e n )  I f  K i s  a  c o n n e c t e d  
f i n i t e  p o l y h e d r o n  w i t h o u t  l o c a l  s e p a r a t i n g  p o i n t s  a n d  
X(K) = 0 , t h e n  K a d m i t s  a f ix e d ,  p o i n t  f r e e  map.
C o r o l l a r y  I  .1*5; ( ¥ e c k e n )  L e t  K be  a  f i n i t e
p o l y h e d r o n  w i t h  t h e  p r o p e r t y  t h a t  no f i n i t e  c o l l e c t i o n  o f
p o i n t s  s e p a r a t e s  K„ Then  K a d m i t s  a f i x e d  p o i n t  f r e e
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map i f  X(K) = 0 .
T h e o re m  I . l 4  a n d  C o r o l l a r y  1 . 1 5  a r e  f o u n d  i n  [ 8 ] .
CHAPTER II
RETRACTING ANR'S ONTO SPHERES
T h i s  c h a p t e r  i s  c o n c e r n e d  w i t h  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  
f o r  a n  m - s p h e r e  S c o n t a i n e d  i n  an  ANR X t o  h e  a  r e t r a c t  
o f  X. I t  i s  shown t h a t  i f  i : S — >X i s  t h e  i n c l u s i o n  map, 
a n d  t h e  s e q u e n c e
i s  s p l i t  e x a c t ,  t h e n  u n d e r  c e r t a i n  a d d i t i o n a l  c o n d i t i o n s  S 
i s  a  r e t r a c t  o f  X„ P a r a g r a p h  I „ 7  i n s u r e s  t h a t  t h e s e  
c o n d i t i o n s  on t h e  h o m o lo g y  o f  X a r e  a l s o  n e c e s s a r y .  The 
t h e o r e m s  a r e  p r o v e d  f i r s t  f o r  t h e  c a s e  when X i s  a  l o c a l l y  
f i n i t e  p o l y h e d r o n ,  an d  t h e n  t h e y  a r e  g e n e r a l i z e d  t o  t h e  c a s e  
when X i s  a  m e t r i z a b l e  s p a c e  w h i c h  i s  d o m i n a t e d  b y  s u c h  a  
p o l y h e d r o n .  S e v e r a l  p r e l i m i n a r y  lemmas a r e  n e e d e d .
Lemma I I . l ; L e t  B b e  a  b o u q u e t  o f  m - s p h e r e s  
{Sa ] a  e A > e a c h  w i t h  a  g i v e n  o r i e n t a t i o n .  L e t  Sg be  one
o f  t h e  m - s p h e r e s  o f  B , a n d  l e t  b e  t h e
i n c l u s i o n  map.  Then  f o r  a n y  hom om orph ism  h :H m( B )—
s u c h  t h a t  h i # i s  t h e  i d e n t i t y  hom om orph ism  o f  Hm(Sg)  ,
t h e r e  i s  a  r e t r a c t i o n  r : B — >Sg s u c h  t h a t  r *  = h .
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P r o o f . : F o r  e a c h  a e a l e t  [Sa ] be t h e  f u n d a ­
m e n t a l  h o m o lo g y  c l a s s  o f  Hm(Sa ) .  Then h ( [ S a ] )  =  n a [S g ]  ,
w h e r e  n a  i s  some i n t e g e r .  L e t  {z } = fla  A^a* an(  ̂ ^ o r
e a c h  a l e t  f  : — >Sfl h e  a  m a p p in g  o f  d e g r e e  n s u c h
CC CC P  CC
t h a t  f a ( z ) = z •> l n  p a r t i c u l a r ,  l e t  f g  he t h e  i d e n t i t y  
map o f  Sg . D e f i n e  r : B — >Sg so  t h a t  r |  Sa  = f a  f o r  ea.ch
co. The ho m o m o rp h ism s  h  a n d  r *  a g r e e  on  ( f S 13^ £  ̂ j
a n d  t h i s  s e t  i s  a. b a s i s  f o r  Hm(B) , so h  = r * . S i n c e  fg 
i s  t h e  i d e n t i t y  map o f  Sg , r  i s  a, r e t r a c t i o n .
Lemma I I . 2 : L e t  K b e  an  (m+1) - d i m e n s i o n a l  CW-
c o m p le x  h a v i n g  an  m - d i m e n s i o n a l  b o u q u e t  o f  s p h e r e s  a s
m - s k e l e t o n .  L e t  S b e  one  o f  t h e  m - s p h e r e s  o f  Km„ I f  t h e
i n c l u s i o n  map i : S — )K y i e l d s  a  s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e
0— *H ( S ) f = ^ H  (K)<=±H ( K ) / i „ ( H  ( S ) ) — *0 n r  ' , n r  n r  u  * v nr ' 'h
t h e n  t h e r e  i s  a  r e t r a c t i o n  r : K — >S s u c h  t h a t  r *  =  h .
P r o o f : L e t  j : Km— a n d  i : S — >Km b e  i n c l u s i o n  
m ap s .  T h en  t h e  f o l l o w i n g  d i a g r a m  com m utes  a n d  t h e  ro w s  a r e  




L e t  & = T h e n  fi s p l i t s  t h e  u p p e r  row o f  t h e
d i a g r a m .  Thus  b y  Lemma X I . 1  t h e r e  i s  a r e t r a c t i o n
r :K m— >S s u c h  t h a t  =  £i. N o te  t h a t  k e r  ( j*  )c k e r  (£.*) „
I f  a  i s  an  ( m + 1 ) - c e l l  o f  K , t h e n  t h e  h o m o lo g y  c l a s s  
[ B d ( a ) ]  i s  a n  e l e m e n t  o f  k e r ( j * )  , a n d  t h u s  i s  an  e l e m e n t  
o f  k e r ( $ * ) . The g r o u p s  Hm(S)  and  a r e  n a t u r a l l y
i s o m o r p h i c  u n d e r  t h e  H u r e w i c z  hom om orph ism ,  so t h e  hom o­
t o p y  c l a s s  o f  B d ( a )  i s  a n  e l e m e n t  o f  t h e  k e r n e l  o f
r «: 7T (Km)— >7r ( S )  Thus r  may b e  e x t e n d e d  t o  a. r e t r a c t i o n# m v ' mv '
r : K  >1„ Now r j  = r  , so  r * j *  = r*  = 1  = h j * » The
h om om orph ism  i s  a n  e p i m o r p h i s m ,  so r *  = h .
Lemma I I , 3 : L e t  K be  a l o c a l l y  f i n i t e  co m plex
a n d  l e t  L be  a  c o n t r a c t i b l e  s u b c o m p l e x  o f  K„ Form t h e  
CW-complex M b y  i d e n t i f y i n g  L t o  a p o i n t y  a n d  l e t  
r i: K— »M b e  t h e  q u o t i e n t  map. T h e n  r| i s  a  hom o to p y
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e q u i v a l e n c e
P r o o f : T h i s  p r o o f  f o l l o w s  t h e  p r o o f  o f  t h e  lemma
f o r  t h e  c a s e  when K i s  f i n i t e . ,  f o u n d  i n  [9 ]  „
L e t  R(L)  be t h e  r e g u l a r  n e i g h b o r h o o d  o f  L i n  
K, A d j o i n  C ( R ( L ) )  , t h e  co n e  o v e r  R(L)  , t o  K and  
c a l l  t h e  r e s u l t i n g  s p a c e  P .  By Lemma. I „ 5 j l  i s  a  s t r o n g  
d e f o r m a t i o n ,  r e t r a c t  o f  R(L)  , so  s i n c e  L i s  c o n t r a c t i b l e ,
R(L)  i s  c o n t r a c t i b l e .  Thus  f o r  a n y  p o i n t  x  e R(L)  , (x )
i s  a  d e f o r m a t i o n  r e t r a c t  o f  R(L)  „ L e t  F : R ( L )  x I  >R(L)
b e  s u c h  a  d e f o r m a t i o n ,  a n d  d e f i n e  a  map r : C ( R ( L ) ) — ^R(L) 
b y  r ( x , t )  = F ( x , t )  „ Then  r  i s  a  r e t r a c t i o n .  Now d e f i n e
a  map H : ( C ( R ( L ) )  x ( 0 , l } ) u ( R ( L )  x--I )-- > C (R (L ) )  b y
H ( x , t )  = x  f o r  x  e C ( R ( L ) )  an d  0 < t  < 1 , and
H ( x , 1) = r ( x ) „ C i n c e  C ( R ( L ) )  i s  c o n t r a c t i b l e ,  t h e  homo­
t o p y  g r o u p s  o f  C ( R ( L ) ) a r e  a l l  t r i v i a l .  The s p a c e  
C (R (L})  X I  i s  a  CW-complex,  so  an  e x t e n s i o n  
G :C ( R ( L ) )  x I » C (R (L ) )  o f  H may b e  c o n s t r u c t e d  i n d u c t ­
i v e l y  b y  e x t e n d i n g  G t o  t h e  1 - s k e l e t o n  o f  C ( R ( L ) )  x I , 
t h e n  t o  t h e  2 - s k e l e t o n ,  e t c .  Thus  R(L)  i s  a  s t r o n g  
d e f o r m a t i o n  r e t r a c t  o f  C ( R ( L ) ) „  From t h i s  I t  f o l l o w s  t h a t  
K i s  a  d e f o r m a t i o n  r e t r a c t  o f  P„ . The i n c l u s i o n  ma,p 
j : K — >P i s  t h e r e f o r e  a  h o m o to p y  e q u i v a l e n c e .
L e t  f : B d ( R ( L ) )  x I— »R(L) b e  a  m a p p in g  a s  i n  Lemma
I .  . 4 ,  D e f i n e  a  map H : C ( B d ( R ( L ) )) X HjR(L)  x { 0 ,1 }  >C(R(L))
a s  f o l l o w s , ,  L e t  H ( x , t )  = x  f o r  x  e C ( B d ( R ( L ) ) )  and.
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t e l ,  l e t  H ( x , 0) = x  f o r  x e R(L)  , l e t  H (x ,  1.) = c. , 
t h e  c o n i n g  p o i n t y  f o r  x  e L , an d  l e t  H ( f ( x ,  t ) , l )  -  ( x ,  t )  
f o r  f ( x , t )  c R(L) . S i n c e  C '(R(L))  i s  c o n t r a c t i b l e . ,  H 
h a s  an  e x t e n s i o n  G ;C ( R ( L ) )  x I — > C ( R ( L ) )„  Thus  
C ( B d ( R ( L ) ) )  i s  a  s t r o n g  d e f o r m a t i o n  r e t r a c t  o f  C ( R ( L ) )  , 
a n d  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e r e  i s  a  d e f o r m a t i o n  F : P  x I — >P 
o f  P i n t o  Q =■ (K \R (L )  ) U C ( B d ( R ( L ) ) )  w h i c h  i s  a n  e x t e n s i o n  
o f  Go L e t  F 1 : P — > Q, be  d e f i n e d  b y  F ^ ( p )  = F(p.,  1) . Then
F^ i s  a  h o m o to p y  e q u i v a l e n c e .
N o te  t h a t  F ^ j j K  >Q i s  o n e - t o - o n e  on  K\L an d
F ^ j ( x )  = c f o r  x  e L ,  The s p a c e s  Q a n d  M b o t h  h a v e
t h e  weak t o p o l o g y  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e i r  c l o s e d  c e l l s ,  so  
Q a n d  M a r e  h o m eo m o rp h ic  a n d  F-^j •= p . S i n c e  j  an d
F- a r e  b o t h  h o m o to p y  e q u i v a l e n c e s ,  so  i s  p ,
The f o l l o w i n g  t h e o r e m  i s  on e  o f  t h e  m a in  r e s u l t s  
o f  t h i s  c h a p t e r .
Th e o rem  1 1 , 4 ; L e t  K b e  a  f i n i t e  ( m + 1 ) - c o m p l e x  
c o n t a i n i n g  an  m ~ s p h e r e  S i n  i t s  m - s k e l e t o n .  I f  t h e  
i n c l u s i o n  map i : 3 — *K y i e l d s  a  s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e
(1) 0— '*Hm(3)—f  Hm(K) »Hm( K ) / l . (Hm(S) ) _ 0
t h e n  3 i s  a  r e t r a c t  o f  K,
P r o o f :  L e t  a  b e  an  m - c e l l  o f  S ,  L e t  L b e  t h e
1 8
CW-eompIex f o r m e d  b y  i d e n t i f y i n g  t o  a  p o i n t ,  and
i e t  M:K—->L be t h e  q u o t i e n t  m a p . By Lemma I I .  3.. W i s  a
hom o to p y  e q u i v a l e n c e ,  so  t h e r e  i s  a  s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e .
( 2 )  0 — j t y J  ( 2 ) | . _ » H m( l , ) ~ » H m( L ) / H m( U ( a ) ) —  O .
S i n c e  s e q u e n c e  (2 )  s p l i t s ,  t h e  s e q u e n c e
( 3) c --->ti (b ( S ) — ->K ( L )---»H ( L ) /  H (U ( 3)  )------>0■ 1 w mv v 1 ' w mv ' w mv x w mv v 11
i s  a l so ,  s p l i t  e x a c t . .
Form t h e  CW~ comp l e x  M f ro m  L b y  i d e n t i f y i n g  t h e
( m - 1 ) - s k e l e t o n  o f  I. t o  a  p o i n t ,  an d  l e t  r | : L— *M b e
t h e  q u o t i e n t  map,, S u p p o s e  t h a t  t h e  weak h o m o lo g y  c l a s s
[ r iu  ( 3 )  j c H (M)  i s  d i v i s i b l e  b y  t h e  i n t e g e r  k. „ Th.enw w m °
t h e r e  e x i s t s  a  c h a i n  b 1 c C ( M)  such, t h a t  [k  'd ‘ ] -m w i
fr|H' ( b )  j . T h e r e f o r e  k ^b  ’ -  n^1 ( )  i £ a  w eak  b o u n d a r y .  I n  
o t h e r  w o rd s  t h e r e  e x i s t  e" «. c  ̂ ( M)  . a n d  a n  i n t e g e r  k p 
s i ' i  t h a t  k . )( !< . b " -  rju ( a , ) -  5 ( e ’ ) The map r\ i n d u c e s
i s o m o r p h i s m s  o f  m ~ c h a i n s  a n d  m - b o u n d a r i e s ,  si t h e r e  a r e
c h a m e s  b an d  c in  o i’I. an d  C , ,  (L)  >. r e s p e c t i v e l y ,rm m+ lh ' ■
such  tc -at I... ( k . 2 M , ; i ~ o ( c ) . b o u s  k ,  D — Mho ) i s  a
*ea>: b o u n d a r v . so  ;‘u ( i : ) I e K ( L ’i i s  d i v i s i b l e  b y  k ,  „wL ' ' J w' mA ' “ i
. ' i n c e  s e q u e n c e  ( h i  s p l  i t s ,  k-  = + 1 . Thus  .. | T|U ( 3 )  j i s
J..   W
d i v i s i b l e  o n l y  by + 1
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From t h e  a b o v e  c o n c l u s i o n  a n d  Theorem  1 ,1 3 *  i t  c a n  
b e  s e e n  t h a t  t h e  s e q u e n c e
° — ^  S V M>/wHm(r'U <s ) >— »
i s  s p l i t  e x a c t .  The f o l l o w i n g  d i a g r a m  c om m utes ,  an d  I  i s  
t h e  i d e n t i t y  h o m o m o rp h i s m „
C
k e r  (y )
0— *H„, (T |U  ( S ) ) — *H„,  (M)/Hm(r,^ ( S ) )  - >  0m
° ~ i S Hm(r'u ( 3 ' V
m'
•>Hw m( M S -> wHm ( M) / „ Hm ( riu ( 3 ) )w m'
0
S i n c e  t h e  b o t t o m  row a n d  t h e  m i d d l e  co lu m n  a r e  s p l i t  e x a c t ,  
t h e  t o p  row i s  a l s o  s p l i t  e x a c t .  Thus  b y  Lemma 1 1 , 2  t h e r e  
i s  a  r e t r a c t i o n  $; M— (-S) . Now t h e  map. . .t|H I S i s  a  
.homotopy e q u i v a l e n c e ,  so  t h e r e  i s  a  h o m eo m erp h ism  
0 : p U ( 3 )  >S s u c h  t h a t  0r|d | S i s  o f  d e g r e e  1 ,  Thus
0 rpM. h o m o t o p i c  t o  t h e  i d e n t i t y  m a p p in g  o f  S , so  by
Theorem  1,1 .2  6$,r)|u.:K----->S i s  h o m o t o p i c  t o  a  r e t r a c t i o n
r : K — »S „
1 1 , 3 ,  The d i m e n s i o n  r e s t r i c t i o n  on K i n  T heorem
2I I , 4 i s  n e c e s s a r y .  The c o m p le x  p r o j e c t i v e  p l a n e ,  CP ,
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c o n t a i n s  a  2 - s p h e r e  S s u c h  t h a t  t h e  i n c l u s i o n  map i :
2 2 S— *CP i n d u c e s  a n  i s o m o r p h i s m  i * : H 0 ( S )  >Hg(CP ) .
2 2 H o w e v e r , S c a n  n o t  h e  a  r e t r a c t  o f  CP 3 b e c a u s e  CP
h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y  an d  8 d o e s  n o t .
The f o l l o w i n g  t h e o r e m  i s  a  g e n e r a l i z a t i o n  of  Th e o rem
1 1 . 4  i n  t h e  c a s e  when 8 i s  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e .
T h e o re m  I I . 6 : L e t  K b e  a  c o m p le x  an d  l e t  S be
a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e  c o n t a i n e d  i n  „ I f  t h e  i n c l u s i o n  
map i : S — >K y i e l d s  a  s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e
( 1 )  0 — ♦ H j . fS ) — *H1 ( K ) - ^ H 1 ( K ) / 1 , ( H 1 ( S ) )  >0
t h e n  8 i s  a  r e t r a c t  o f  K.
P r o o f : S i n c e  s e q u e n c e  (1 )  i s  s p l i t  e x a c t ,  a n d  t h e
2 2 i n c l u s i o n  K  vK i n d u c e s  an  i s o m o r p h i s m  b e t w e e n  H-^(K )
a n d  H-^(K) , t h e  s e q u e n c e
0--- >Hl ( L i ( ^ H h ^ K 2 ) / i *  ( H1 ( S ))------>0
i s  a l s o  s p l i t  e x a c t .  L e t  a- b e  a  1 - c e l l  o f  S , a n d  l e t  
T b e  a  maximal,  t r e e  i n  c o n t a i n i n g  S\ct „ Form t h e  CW-
p
c o m p le x  M f r o m  K b y  i d e n t i f y i n g  T t o  a  p o i n t ,  a n d
2l e t  u : K  >M b e  t h e  q u o t i e n t  map. By Lemma I I . 3 t h e  map
U - i s  a  h o m o to p y  e q u i v a l e n c e ,  s o  t h e  s e q u e n c e
0 ---4H (U (S)  )— rJ-H1 (M)— >H-, (M )/H 2 (H ( S ) )---->0
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i s  s p l i t  e x a c t .  Thus  b y  Lemma I I . ,  2 t h e r e  i s  a  r e t r a c t i o n  
— » d ( S ) .  The map | 3 i s  a  h o m o to p y  e q u i v a l e n c e ,  so  
t h e r e  i s  a  hom eom orph ism  0 : u ( S ) — >3 s u c h  t h a t  0 ^ u | S : S — »S 
i s  a  d e g r e e  1 .  T h i s  map i s  t h e r e f o r e  h o m o t o p i c  t o  t h e
i d e n t i t y  map o f  S . I t  f o l l o w s  f r o m  Th e o rem  1 . 1 2  t h a t
a  2 20 r U : K  »S i s  hom otop ic .  t o  a  r e t r a c t i o n  r 0 : K ------XS. S i n c e
TTv (S )  = 0 f o r  i  > 1 , r Q may b e  e x t e n d e d  t o  K , t h e n
4
t o  K a n d  i n d u c t i v e l y ,  t o  K.
I I . 7 .  L e t  K , S , a n d  P b e  a s  i n  T h e o rem  I I . 6 .  
The f o l l o w i n g  d i a g r a m  t h e n  c o m m u tes ,  t h e  row s  a r e  e x a c t ,  
a n d  t h e  v e r t i c a l  hom om orph ism s  a r e  i s o m o r p h i s m s .
i *
0— > ^ ( 3 ) ---- vH;l (K )  >H1 ( K) / E j ( 3 )  *0
0— >H1 ( S ) >11^ K2 )— -> H1 ( K2 ) /H-l ( S ) ---- X)
U*
>1 V' 'r
0-----* 1 ( P ( 3 ) -) ---- >H1 (M)----->H]_(M)/H1 (d ( 3 ) ) ------ >0
S u p p o s e  t h a t  h:H-^(K)— > I u ( S )  s p l i t s  t h e  t o p  row 
o f  t h e  d i a g r a m .  D e f i n e  h : H 1 (M)— >H-j(l-i(S)) s o  t h a t
( ^ )  •4~" H1 (K)
h -l (m- ( s ) ) f~— (m )
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c o m m u t e s . The b o t t o m  row i s  t h e n  s p l i t  b y  h .  By Lemma
I I . 2 a  r e t r a c t i o n  £:M— > u ( S )  may b e  c h o s e n  so  t h a t  
= $l. T h e r e f o r e  a  r e t r a c t i o n  r : K— may b e  c h o s e n  
so  t h a t  r *  = h .
T h e o re m  I I . 4 may b e  g e n e r a l i z e d  a s  f o l l o w s .
T h e o rem  I I . 8 : L e t  X be  a  m e t r i z a b l e  s p a c e
c o n t a i n i n g  an  m - s p h e r e  S .  I f  t h e  i n c l u s i o n  map i : 3 --------->X
y i e l d s  a  s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e
( 1 )  0 — ^Hm( 3 ) h > H n ( X ) ^ . H m( X ) / I , ( H m( 3 ) ) — -*0
a n d  i f  X i s  d o m i n a t e d  b y  a  f i n i t e  ( m + 1 ) - d i m e n s i o n a l  
p o l y h e d r o n ,  t h e n  3 i s  a  r e t r a c t  o f  X.
P r o o f : L e t  K b e  an  ( m + 1 ) - d i m e n s i o n a l  p o l y h e d r o n
w h i c h  d o m i n a t e s  X , a n d  l e t  f : X— a n d  g : K — >X b e  
maps s u c h  t h a t  g f : X — >X i s  h o m o t o p i c  t o  t h e  i d e n t i t y  map 
o f  X. L e t  h : S — >K b e  a  p i e c e w i s e  l i n e a r  a p p r o x i m a t i o n  
o f  f | S  , a n d  l e t  M(h) b e  t h e  m a p p in g  c y l i n d e r  o f  h .  
N o te  t h a t  t h e r e  i s  an  i n c l u s i o n  S — >M(h), w h i c h  i s  homo­
t o p i c  t o  t h e  c o m p o s i t i o n  j h : 3 — >M(h) , w h e r e  j : X — ->M(h) 
i s  t h e  i n c l u s i o n .  S e q u e n c e  (1 )  i s  s p l i t  e x a c t ,  a n d  t h e  
s e q u e n c e
0 - > H m( X ) - ^ H m( K ) ^ H m(K)/Hm( X ) - > 0
i s  a l s o  s p l i t  e x a c t .  T h u s  t h e  s e q u e n c e
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( S )— ( K) ( K ) /H  ( S )— > 0m
i s  s p l i t  e x a c t .  The d i a g r a m
1*1
>h„ ( k )— m j i O / H j s ) — »o
a
° — >Hm( 3 ) — >Hm( M (h ) )  — >Hm( M( h ) ) / Hm( S ) —  >0
com m utes ,  a,nd t h e  v e r t i c a l  hom om orph ism s  a r e  i s o m o r p h i s m s .  
Thus  t h e  b o t t o m  row i s  s p l i t  e x a c t .  The s p a c e  M(h) i s  a  
f i n i t e  ( m + 1 ) - d i m e n s i o n a l  p o l y h e d r o n  c o n t a i n i n g  S i n  t h e  
m - s k e l e t o n  o f  some t r i a n g u l a t i o n ,  so  b y  T h e o re m  I I . 4 t h e r e  
i s  a  r e t r a c t i o n  r : M ( h ) — >S.  The map i * f i : S — >8 i s  o f  
d e g r e e  1., a n d  i s  t h e r e f o r e  h o m o t o p i c  t o  t h e  i d e n t i t y  map o f  
S .  Thus  b y  T h e o re m  1 . 1 2  t h e r e  i s  a  r e t r a c t i o n  r : X — >8.
C o r o l l a r y  I I . Q : L e t  X b e  a  c o m p a c t  (m + l )~
d i m e n s i o n a l  ANR c o n t a i n i n g  an  m - s p h e r e  8 .  I f  t h e  
i n c l u s i o n  map i : S — »X y i e l d s  a  s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e
° — « m( s ) - 3 -  Hm( X)— >Hm( x ) / S m( 5) — »0
t h e n  S i s  a  r e t r a c t  o f  X.
P r o o f : T h e o re m  1 , 1 0  a s s u r e s  t h a t  X s a t i s f i e s  t h e
h y p o t h e s e s  o f  T h e o re m  I I . 8 .
T h e o rem  I I . 6 h a s  a  s i m i l a r  g e n e r a l i z a t i o n .
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T h e o re m  I I .  1 0 : L e t  X be a  m e t r i z a b l e  s p a c e  a n d
L e t  S h e  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e  c o n t a i n e d  i n  X. I f  t h e  
i n c l u s i o n  map i : S — >X y i e l d s  a  s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e
0 j~ ^ H 1 ( S )  >H]L ( X) >H1 ( X ) / H 1 ( S ) ----->0
a n d  i f  X i s  d o m i n a t e d  b y  a  l o c a l l y  f i n i t e  p o l y h e d r o n ,  t h e n  
S i s  a  r e t r a c t  o f  X,
P r o o f : Choose  a. d o m i n a t i n g  p o l y h e d r o n  f o r  X an d
p r o c e e d  a s  i n  t h e  p r o o f  o f  Th eo rem  1 1 , 8 ,  b u t  a p p l y  T h e o rem
I I . 6 r a t h e r  t h a n  I I . 4 .
C o r o l l a r y  I I  . 1 1 : L e t  X b e  a n  ANR , a n d  l e t  S 
b e  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e  c o n t a i n e d  i n  X, I f  t h e  i n c l u s i o n  
map i : S — *X y i e l d s  a  s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e
0— » H]_ ( S ) ~ ^ H 1 ( X) — = ( X) ( S )— ->0
t h e n  S i s  a  r e t r a c t  o f  X,
F o r  a  f i n a l  g e n e r a l i z a t i o n  o f  T h e o re m  I I . 6 we n e e d  
t h e  f o l l o w i n g  lemma.
Lemma 1 1 . 1 2 : L e t  T b e  a  p r o d u c t  o f  c i r c l e s  
S1 , . . . , S  , a n d  l e t  r : T— be  a  m a p p in g  s u c h  t h a t
r^.(H1 ( S i ) )  = 0 f o r  i  = 2, . . . , n .  Then  r  i s  h o m o t o p i c  t o
t h e  p r o j e c t i o n  map P ^ :T — >3.,.
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P r o o f : C o n s i d e r  T a s  a  CW-comp l e x  h a v i n g  a, 
b o u q u e t  a s  i t s  1 - s k e l e t o n .  The  m a p p i n g  r l T 1 i s  h o m o t o p i c  
t o  r e t r a c t i o n  s : T - — '̂S-  ̂ w h i c h  i s  a  c o n s t a n t  map on  e a c h  o f
t h e  c i r c l e s  S g , . . . , S n . T h e o re m  1 . 1 2  s a y s  t h a t  s may be  
e x t e n d e d  t o  a  r e t r a c t i o n  r : T  . D e f i n e  a  map
H: (T X ( 0 , 1 } ) U ( T 1 x I )  »S1 b y  H ( x , 0 )  = r ( x )  , f o r
x e  T , H ( x , t )  = r ( x )  f o r  x  e T^ an d  t e l ,  an d
H ( x , 1) = P1 (x)  f o r  x  e T. T h e n  H may b e  e x t e n d e d
i n d u c t i v e l y  t o  a  h o m o to p y  F : T  x I  »s , s i n c e  -hu (S ^ )  = 0
f o r  a l l  i  > 1 .
Th e o rem  I I . .  1 3 : L e t  X b e  a  m e t r i z a b l e  s p a c e  c o n ­
t a i n i n g  a  s u b s p a c e  T w h i c h  i s  a  p r o d u c t  o f  c i r c l e s  
Sl * ‘ **, S n '  i n c l u s i o n  maP i °T— y i e l d s  a  s p l i t
e x a c t  s e q u e n c e
( 1 )  0---->H1 ( T ) - ^ H ]_(X)----- yH1 ( X ) / l ^ ( H 1 ( T ) ) ----->0
an d  i f  X i s  d o m i n a t e d  b y  a  l o c a l l y  f i n i t e  p o l y h e d r o n ,  t h e n  
T i s  a  r e t r a c t  o f  X.
P r o o f : C hoose  a  b a s e  p o i n t  z f o r  T.  Then  t h e r e  
i s  a  n a t u r a l  i n c l u s i o n  S r  VT f o r  e a c h  i  , a n d  t h e
s e q u e n c e
( 2 )  0— » H-l ( S 1 )----»H^(T)---- =>H1 ( T ) /H 1 ( S 1 ) >0
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i s  s p l i t  e x a c t  f o r  e a c h  i .  S i n c e  s e q u e n c e  ( 1 )  i s  s p l i t  
e x a c t ,  t h e  s e q u e n c e
( 3 )  0 — ,H1 ( S i ) - ^ H 1 (X)— >H1 ( X ) / H 1 ( S . ) — >0
i s  a l s o  s p l i t  e x a c t ,  f o r  e a c h  i„  By T h e o rem  I I . 8 t h e r e  i s
f o r  e a c h  i  a  r e t r a c t i o n  r . : X — > S . .  I t  f o l l o w s  f ro mi  i
p a r a g r a p h  I I . 7 t h a t  t h e  rh ' s may h e  c h o s e n  so  t h a t  
r . # (H ( S . ) )  = 0  f o r  i  /  j .  T h u s  'by Lemma 1 1 . 1 2 ,  $ ,  | T
J_  _L  J  -L
i s  h o m o t o p i c  t o  t h e  p r o j e c t i o n  map p ^ : T — > S ^.  By Th eo rem  
1 . 1 2  t h e r e  i s  a  r e t r a c t i o n  r ^ : X —» s u c h  t h a t  r ^ | T  = p ^ ,  
f o r  e a c h  i .  L e t  r : X — *T b e  t h e  p r o d u c t  o f  t h e  r ^ ' s * 
T hen  r  i s  a  r e t r a c t i o n .
CHAPTER III
APPLICATIONS IN THE THEORY OF FIXED POINTS
The  f o l l o w i n g  was f o r  many y e a r s  a n  o u t s t a n d i n g  
c o n j e c t u r e  I n  t h e  f i x e d  p o i n t  t h e o r y  o f  p o l y h e d r a :  I f  X
a n d  Y a r e  f i n i t e  p o l y h e d r a  w i t h  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y ,  
t h e n  X x Y a l s o  h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .
A c o u n t e r e x a m p l e  t o  t h i s  c o n j e c t u r e  h a s  r e c e n t l y  
b e e n  g i v e n  by W i l l i a m  L o p e z  [ 7 ] -  Lopez  p r o c e e d s  a s  f o l l o w s .  
He f i r s t  c o n s t r u c t s  a  p o l y h e d r o n  X w i t h  e v e n  E u l e r  
c h a r a c t e r i s t i c  h a v i n g  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .  I n  f a c t ,  
X(X) = 8 .  He t h e n  l e t s  Z = X v Y , t h e  wedge  o f  X a n d
Y , w h e re  Y i s  t h e  s u s p e n s i o n  o f  c o m p le x  p r o j e c t i v e
8 - s p a c e .  Now Y h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y ,  an d  t h e  
wedge o f  two s p a c e s  h a v i n g  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y  a l s o  
h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .  T h e r e f o r e  Z h a s  t h e  f i x e d  
p o i n t  p r o p e r t y .  S i n c e  X(Y) = - 7  » i t  f o l l o w s  t h a t  
X(Z) = 0 .  The B e t t i ,  n u m b e r s  o f  Z X I  a r e  t h e  same a s  
t h o s e  o f  Z , so  X(Z X I )  -  0 .  The s p a c e  Z X I  h a s  no  
l o c a l  s e p a r a t i n g  p o i n t s ,  so  i t  f o l l o w s  f r o m  T h e o rem  I . 1 4  
t h a t  Z x I  d o e s  n o t  h a v e  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .  The
d i m e n s i o n  o f  X i s  8 , a n d  t h e  d i m e n s i o n  o f  Y i s  17 j
so  t h e  d i m e n s i o n  o f  Z i s  a l s o  1 7 .
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T h i s  c o n s t r u c t i o n  h a s  l e d  R .H .  B i n g  [ 1 ]  t o  a s k ,  " I s  
t h e r e  a  two d i m e n s i o n a l  p o l y h e d r o n  w i t h  t h e  f i x e d  p o i n t  
p r o p e r t y  w h i c h  h a s  e v e n  E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c ? "  a n d  m ore  
s p e c i f i c a l l y ,  i s  t h e r e  s u c h  a  p o l y h e d r o n  w i t h  E u l e r  
c h a r a c t e r i s t i c  z e r o ?  I f  K w e r e  s u c h  a  p o l y h e d r o n ,  t h e n  
Th e o rem  I . l 4  a s s u r e s  t h a t  K x I  w o u ld  a d m i t  a  f i x e d  p o i n t  
f r e e  map.
I f  K i s  a  2 - c o m p l e x  a n d  X(K) < 0 , t h e n  t h e  f i r s t
B e t t i  num ber  o f  K i s  n o t  z e r o .  Thus  H-, (K) 4  0 .  I fw i v '
^  0 , t h e n  f r o m  Lemma 1 . 11 we s e e  t h a t  t h e r e  i s  a w i v '
map f : 3 ^ — *K s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e
f
0— »H1 ( S 1 ) A h1 (K)----^ 1 ( K ) / f , ( H 1 ( S 1 ) )  
i s  s p l i t  e x a c t .  I f  t h e r e  I s  s u c h  a  map f  w h i c h  i s  a l s o
a n  im b e d d i n g ,  t h e n  by Th eo rem  I I .  8 f ( S ' 1') i s  a  i ^ e t r a c t  o f
K , s o  K d o e s  n o t  h a v e  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .  T h i s  i s
i n d e e d  t h e  c a s e  when K i s  a  c o m p a c t  m a n i f o l d .
T h eo rem  I I I . l : I f  M i s  a  c o m p a c t  c o n n e c t e d m a n i f o l d
w i t h  "boundary s u c h  c h a t  H-j (M) /  0 , t h e n  M r e t r a c t s  t o  a
s i m p l e  c l o s e d  c u r v e .
P r o o f : I f  t h e  d i m e n s i o n  o f  M i s  I  , t h e  t h e o r e m
i s  t r i v i a l .
S u p p o s e  t h a t  M i s  o f  d i m e n s i o n  2 .  I f  M h a s
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eir.pt/. 'beund.ary ,  t h e n  M i n  a  2 - s p h e r e  w i t h  h a n d l e s  an d  
c r o s s - c a p s .  S i n c e  .JEt, (M) 0 , M h a s  a  h a n d l e .  Th.us
t h e r e  i s  a  c o n n e c t e d  2 - m a n i f o l d  M' c  m s u c h  t h a t
M = M' u ( S 1 x I )  , a n d  M' n ( S 1 x i )  =: s 1 x [ 0 , 1 ] .  Choose
a  p o i n t  z c , an d  l e t  A be a n  a r c  i n  M' f r o m  ( z - 0 )
t o  ( z , i ) . V  By T i e t z e ' s e x t e n s i o n  t h e o r e m  t h e r e  i s  a
r e t r a c t i o n  r - , ; M ! >A s u c h  t h a t  r ^ ( 3 ^  x [ 0 ] )  -  ( c 3C)
a n d  r ,  (F/ ' X {!}) -  ( z , 1) . T h e r e  i s  a l s o  a  r e t r a c t i o n
r 0 : O'1- x I — > ( z }  x I  w h ic h  i s  t h e  map w h i c h  t a k e s  a  p o i n t
( x ,  t )  t o  t h e  p o i n t  (s., t )  . D e f i n e  r :M — * A U ( { z 3 x I ;
so  t h a t  r |M* r ^  an d  r l  3 1 x I  = r 0 . T hen  r  i s  a
r e t r a c t i o n  o f  M o n t o  t h e  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e  
A U I . } X T ) o
S u p p o s e  now t h a t  t h e  b o u n d a r y  o f  M i s  n o t  e m p ty .
Tire b o u n d a r y  o f  M Bd(M) , i s  t h e n  a  c o m p a c t  1 - d i m e n s i o n a l
m a n i f o l d  w i t h  em p ty  b o u n d a r y .  T h u s  Bd(M) i s  t h e  u n i o n  o f
d i s j o i n t  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e s  C h . , . ...... Ch . Form  t h e  m a n i f o l d1 ■ n
M' f r o m  M b y  a t t a c h i n g  a  c o l l e c t i o n  o f  2 - c e l l s  I h ,  . . . ,  I  
t o  t h e  b o u n d a r y  o f  M , so  t h a t  B d ( l ^ )  = i f  f o r  e a c h  i .
I f  H-, (M1) /  0 t h e n  t h e r e  i s  an  i m b e d d i n g  f : S -— >M! s u c h  
t h a t  f ( 3 ' 1') i s  a  r e t r a c t  o f  M. Now R(T^)  i s  a  2 - c e l l ,  
a n d  c: I n t ( R ( I  ) )  , f o r  e a c h  i .  C hoose  f o r  e a c h  i
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a  p o i n t  x ^  e i n t ( I ^ )  s u c h  t h a t  x^  /  f(S~L ) . Then t h e r e  i;  
a  2 - c e l l  Ah c  1^ s u c h  t h a t  e Ah a n d  0 f ( S 1 ) 0 °
T h e r e  i s  an i s o t o p y  : R ( )  x I —*R(3h) w h ic h  t a k e s
o n t o  b u t  l e a v e s  x^  a n d  B d ( R ' I . ) )  f i x e d .  L e t
H:M’ x I — >M' b e  d e f i n e d  s o  t h a t  H ( x , t )  = x  f o r
x  /  u ^= i R ( I i ) •’ a n d  H ( x , t )  = Hi (x., t )  f o r  x  e R ( I i ) .
T h en  t h e  map h cS ^  yM* d e f i n e d  b y  h ( z )  = H ( f ( z ) , l )  i s
an  i m b e d d i n g  h o m o t o p i c  t o  f .  f i n c e  i s  a  r e t r a c t
o f  M' , t h e  s e q u e n c e
f*
0 - >  H1 ( S i ) - ^ H 1 ( M ' ) — >H1 ( M ' ) / U ( H 1 ( E X) ) — )-0
i s  s p l i t  e x a c t .  T h e r e f o r e  t h e  s e q u e n c e
o — t  Hx (E1 ) — -vHj (M 1 )— ( M * ) A , ( H 1 ( 3 1 ) ) - » 0
i s  s p l i t  e x a c t . ,  a n d  t h u s  b ^ S 1 ) i s  a r e t r a c t  o f  M' . But  
h(3" i‘) c  M , so  h(r<^) i s  a  r e t r a c t  o f  M. I f  H-^(M ' )• = 0
t h e n  H-j (M1) i s  a  t o r s i o n  g r o u p .  I n  c h a t  c a s e  M' i s
e i t h e r  t h e  p r o j e c t i v e ,  p l a n e  o r  t h e  2 - s p h e r e .  Thus  M" -
M U I -i U .. • . U I  i i £i e i t h e r  a  M ob ius  b a n d  o r  a  2 - c e l l .-l. n-j .
I n  t h e  f i r s t  c a s e  M” r e t r a c t s  t o  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e ,  
so  M a l s o  r e t r a c t s  t o  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e .  I n  t h e  
s e c o n d  c a s e ,  M 0  M" b e c a u s e  (M) 0  0 .  Thus  M i s  a
31
2 - c e l l  w i t h  h o l e s  p o k e d  i n  i t ,  so  M r e t r a c t s  t o  a  s i m p l e  
c l o s e d  c u r v e .
Now l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  c a s e  when t h e  d i m e n s i o n  o f  
M i s  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  3* L e t  d b e  a  m e t r i c  f o r  
M. M i s  a  c o m p a c t  ANR ( s e e  [ 6 ] ) ,  so  t h e r e  e x i s t s  a  
num ber  e > 0 s u c h  t h a t  i f  f : X— a n d  g : X— a r e  
maps o f  a n  a r b i t r a r y  s p a c e  X i n t o  M a n d  d ( f  ( x ) ,  g ( x )  )<e
f o r  e v e r y  x  e X , t h e n  f  an d  g a r e  h o m o t o p i c .  C o v e r
M w i t h  f i n i t e l y  many E u c l i d e a n  n e i g h b o r h o o d s  E ^ , . . . , E n ,
e a c h  h a v i n g  d i a m e t e r  l e s s  t h a n  e .  L e t  f : I — >M be  a  map 
s u c h  t h a t  f ( C )  = f ( l ) .  Then  ( f " ' 1' ( E ^ ) } i s  a  c o v e r  o f
I .  L e t  6 b e  a  L e b e s g u e  num ber  f o r  t h i s  c o v e r ,  a n d  l e t  
[ 0  -  x Qj . . . , x m = 1 )  b e  a  p a r t i t i o n  o f  I  o f  m esh  l e s s
t h a n  6 .  Now f ( [ x  , x ^ ] )  i s  c o n t a i n e d  i n  Some L e t
A-  ̂ be an  a r c  i n  E ^  > w i t h  e n d p o i n t s  z q a n d  z^  , s u c h
t h a t  z = f ( x  ) , a n d  z _ . e E .  i f  an d  o n l y  i f  f ( x ,  ) e E . ,  o K o '  1 j  J v 1 '  j
f o r  j  -  1 , . . . , n .  T h e r e  i s  some i p s u c h  t h a t
f ( [ x - , , x „ ] )  c  E . „ .  L e t  A0 b e  an  a r c  i n  E . 0 w i t h  e n d p o i n t su  1 2 J /  i 2  2 i 2
z ^  and  z p , s u c h  t h a t  A-̂  0 Ap = {z^} an d  z 0 e E . i f  
an d  o n l y  i f  f ( x p ) e E .  , f o r  j  = 1,  . . . , n .  I n d u c t i v e l y  
c h o o s e  s u c h  a  c o l l e c t i o n  so  I L a t  A . D =
f z .  , )  , a n d  f i n a l l y  c h o o s e  A w i t h  e n d p o i n t s  z and
J  *  -L IH  Til J -
z o su c h  t h a t  Am D ( U ^ I ^ )  = {zQy zm - l -* * L e t
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g:  I — >U- A. 'be a  m a p p in g  s u c h  t h a t  f o r  e a c h  i  = 1 ,  . . , , m  , 
l= i . i
g! [:x.  ̂ x / J  i s  a  hom eo m o rp h ism  o n t o  A^ w i t h  g ( x ^ )  = z ^ .
Then  f o r  x  e I  , d ( g ( x ) , f ( x ) )  < e .  Now f  an d  g a r e  
c l o s e d  p a t h s ,  a n d  t h e y  may t h e r e f o r e  be c o n s i d e r e d  a s
l 1
m a p p in g s  o f  Sx i n t o  M„ C o n s i d e r e d  a s  m a p p i n g s  o f  ,3 , 
f  a n d  g a r e  h o m o to p ic , ,  The map g i s  an  i m b e d d i n g  o f  S1 .
S i n c e  H-, (M) 4  0 , t h e r e  i s  a  m a p p in g  f : G - — >M w i
s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e
f
0— >h 1 ( 3 1 ) ^ U hi (M)— ^H1 ( M ) / f # (H1 ( S 1 ) )  >0
i s  s p l i t  e x a c t .  L e t  g : 3 - — » M h e  an  i m b e d d i n g  w h i c h  i s  
h o m o t o p i c  t o  f ,  Then  t h e  s e q u e n c e
i s  a l s o  s p l i t  e x a c t , ,  Thus  b y  C o r o l l a r y  I I . 9.» gCS1 ) i s  a 
r e t r a c t  o f  M.
C o n j e c t u r e  I I I . 2 : T h e o re m  I I I .1  h o l d s  when M i s  
an  a r b i t r a r y  f i n i t e  p o l y h e d r o n , ,
C on j  e e t  u r  e IT  1 . 3 • I f  K i s  a  f i n i t e  2 -com ple .x  s u c h
t h a t  ,x(K) = 0 , t h e n  t h e r e  i s  a n  i m b e d d i n g  i : S -  >K
s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e
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0—>h1(s1)-U h1(x)— a 1(x ) / i)t(H] (s1))—>0
i s  s p l i t  e x a c t .
C o n j e c t u r e  I I I . 4 : I f  K i s  a  f i n i t e  2 - c o m p l e x  s u c h
t h a t  X(K) < 0 p t h e n  t h e r e  i s  an  i m b e d d i n g  i : S - — »X s u c h  
t h a t  t h e  s e q u e n c e
0  )H1 (S1 )-----^ ( X ) — >H1 ( X ) / i # (H1 ( S 1 ) ) — ->0
i s  s p l i t  e x a c t .
C o n j e c t u r e  I I I . 5 ; I f  K i s  a  f i n i t e  2 - c o m p l e x  s u c h
t h a t  x(K) = 0 j t h e n  K d o e s  n o t  h a v e  t h e  f i x e d  p o i n t
p r o p e r t y .
The f o l l o w i n g  t h r e e  r e s u l t s  a r e  r e l a t e d  t o  t h e s e  
c o n j e c t u r e s .
Lemma I I I . 6 : L e t  K b e  a  c o m p le x  c o n t a i n i n g  a  
p o i n t  x  w h i c h  i s  a  l o c a l  c u t  p o i n t  o f  K b u t  w h i c h  i s  
n o t  a  c u t  p o i n t  o f  K. T h e n  K r e t r a c t s  t o  a  s i m p l e  
c l o s e d  c u r v e .
P r o o f ; S i n c e  x  i s  a  l o c a l  c u t  p o i n t  o f  K 
s t ( x ) \ [ x ]  i s  n o t  c o n n e c t e d .  L e t  C^ a n d  b e  s e t s
w h ic h  f o r m  a  s e p a r a t i o n  o f  s t ( x ) \  (x )  , a n d  l e t  b e  an
a r c  i n  s t ( x )  u {y^>y,~J f r o m  y^ t o  y g , w h e re
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Yl e C1\ s t ( x )  a n d  y 2 e C2\ s t ( x ) .  The p o i n t  x  i s  n o t  a
c u t  p o i n t  o f  K , so  K \ s t ( x )  i s  c o n n e c t e d .  L e t  A2 be
a n  a r c  i n  K \ s t ( x )  f r o m  y^ t o  y^ , a n d  l e t  S = A-̂  U Ag.
S i n c e  s t ( x ) \ { x }  i s  n o t  c o n n e c t e d ,  B d ( s t ( x ) )  i s
n o t  c o n n e c t e d .  T h e r e  i s  t h u s  a  r e t r a c t i o n  r  : B d ( s t ( x ) )
— Th i s  map may be  e x t e n d e d  t o  r e t r a c t i o n s
r 2 : K \ s t ( x ) — >A2 an d  r ^ : s t ( x ) - — >Ag.° L e 't  r : K — ^  ”be
d e f i n e d  so  t h a t  r |  s t ( ' x )  = r-^ a n d  r | ( K \ s t ( x ) )  = r ^ .
Lemma I I I . 7 : I f  K i s  a  f i n i t e  c o m p le x ,  V i s  t h e
s e t  o f  v e r t i c e s  o f  K , an d  C i s  t h e  c l o s u r e  o f  a
c o m p o n e n t  o f  K\V , t h e n  C i s  a  r e t r a c t  o f  K.
P r o o f :  L e t  T b e  a  m a x im a l  t r e e  i n  C1 . S i n c e  T
i s  an  a b s o l u t e  r e t r a c t ,  t h e r e  i s  a  r e t r a c t i o n
r Q: (K\C) ij T— >T. The map r Q may be  e x t e n d e d  t o  a
r e t r a c t i o n  r : K  *C .
Lemma I I I . 8 : S u p p o s e  t h a t  K i s  a  f i n i t e  c o m p le x
w i t h  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y  h a v i n g  E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c  
z e r o ,  a n d  l e t  V b e  t h e  s e t  o f  v e r t i c e s  o f  K. L e t  }
. . . , C b e  t h e  c l o s u r e s  o f  t h e  c o m p o n e n t s  o f  K\V. Then  
e a c h  C. h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y ,  an d  some C, h a s1. J-
n e g a t i v e  E u l e r  c h a r a c t e r i s t i c .
P r o o f : By Lemma I I I . 7 e a c h  CS i s  a  r e t r a c t  o f  K,
so e a c h  CL h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .  From Lemma I I I .  
i t  f o l l o w s  t h a t  e v e r y  l o c a l  c u t  p o i n t  o f  K i s  a l s o  a  c u t  
p o i n t  o f  K. Thus  b y  i n d u c t i o n  on t h e  n u m b er  o f  CL ' s we
n
s e e  t h a t  t h e  n e r v e  N( [C . ] ) i s  a  f i n i t e  t r e e .  T h e r e  i s
t h e r e f o r e  some C. s u c h  t h a t  C. fl ( K \ C . )  i s  a  s i n g l e
j  J J
p o i n t .  I t  f o l l o w s  b y  i n d u c t i o n  on  t h e  n u m b er  o f  CL 1 s 
t h a t  x(K) = S ^ - ]x ( C 1 ) » n + l .  T h u s  s ^ x C ^ )  = n - 1 . By 
Lemma I I I . 6 no  CL c o n t a i n s  a  l o c a l  c u t  p o i n t ,  s i n c e  e a c h  
CL h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .  From T h e o rem  1 . 1 4  i t  
f o l l o w s  t h a t  X(CL) ■/ 0 f o r  e a c h  i .  Thus  f o r  some i  ,
x ( c i ) < 0.
I I I . 9 The f o l l o w i n g  I m p l i c a t i o n s  h o l d .
1 P.
I I I . 2 I I I . 3 ■ I I I . 5
• \  3  5
\  „ ■ i n . 3
\
\
H I .  3 a n d  I I I .  4
Numbers  1,2.3.. ,  a n d  4 a r e  o b v i o u s .  Lemma I I I . 8 show
t h a t  a  c o u n t e r e x a m p l e  t o  I I I . 5 g i v e s  a  c o u n t e r e x a m p l e  t o
I I I . 4,  a n a  t h i s  e s t a b l i s h e s  i m p l i c a t i o n  5 .
The f o l l o w i n g  a r g u m e n t  e s t a b l i s h e s  i m p l i c a t i o n  6 .  
S u p p o se  t h a t  K i s  a  f i n i t e  c o m p le x  a n d  ^ • Then
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p
,wH^(K ) /  0 .  The p r o o f  p r o c e e d s  b y  i n d u c t i o n  on t h e  num ber
2 2 2 o f  2 - s i m p l e x e s  o f  K „ I f  K h a s  no  2 - s i m p l e x e s  t h e n  K
2r e t r a c t s  t o  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e .  S i n c e  K h a s  no
2
2 - s i m p l e x e s , K = K so  t h i s  i s  a  r e t r a c t i o n  o f  K o n t o  
S .  S u p p o s e  t h a t  t h e  t h e o r e m  h o l d s  f o r  a l l  2 -  c o m p l e x e s
2h a v i n g  a t  m o s t  ( n - 1 )  > 0 2 - s i m p l e x e s , ,  and  s u p p o s e  t h a t  K 
h a s  n  2 - s i m p l e x e s  o I f  Hg(K^) = 0 t h e n  x (K ^ )  < 0 so
p
b y  I I I . 3 an d  I I I . 4  K r e t r a c t s  t o  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e .
I f  Hg(K^) /  0 , l e t  a  b e  a  2 - c y c l e  i n  * an d  l e t  a
b e  a, 2 - s i m p l . e x  w h i c h  h a s  n o n - z e r o  c o e f f i c i e n t  i n  a .  L e t
L = K p . Then  H-^(L) ^  0 s so  b y  t h e  i n d u c t i o n  h y p o t h e s i s
t h e r e  i s  a  r e t r a c t i o n  r  o f  L o n t o  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v eo
S .  Now a  = j_ + na  ■’ so n ^ CT = - Thus
B d ( a )  r e p r e s e n t s  a  t o r s i o n  e l e m e n t  o f  H-^(S) . T h e r e f o r e
r  ^ . ( B d ( a ) )  i s  a  t o r s i o n  e l e m e n t  o f  H-^(S) s c
p
ro * ( 3 d ( a ) )  -  o .  Thus  r o may b e  e x t e n d e d  t o  K'~. B u t  t h e n
r  ma.y b e  e x t e n d e d  t o  a l l  o f  K. o J
T h eo rem  I I I  . 1 0 : I f  X i s  a  m e t r i z a b l e  s p a c e  w h ic h
i s  d o m i n a t e d  b y  a  f i n i t e  p o l y h e d r o n . ,  a n d  i f  H-^(X) /  0 ,
t h e n  t h e r e  i s  a  s p a c e  Y o f  t h e  h o m o to p y  t y p e  o f  X w h ic h
2r e t r a c t s  t o  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e .  I n  f a c t ,  X x I
r e t r a c t s  t o  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e .
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P r o o f :  L e t  f : 3 - — x I -' b e  a  m a p p in g -  T hen  f
1 2 i s  h o m o t o p i c  t o  a  map g : S  >X x {(C*0)}  c  X X 1 „ Con­
s i d e r  g a s  a  m a p p in g  o f  t h e  u n i t  i n t e r v a l  I  s u c h  t h a t
g ( 0 )  = g ( l ) - D e f i n e  h : I  yX x I ‘~ b y  h ( t )  = ( g ( 2 t ) * 0 , 2 t )
f o r  0  < t  < 1 / 2  * a n d  h ( t )  = ( g ( l ) - 4 t 2  + 6 t - 2 *2 - 2 t )  f o r
"l
1 / 2  < t  < 1 ,  Then  h  ,, c o n s i d e r e d  a s  a  m a p p in g  o f  3 "  i n t o
p
X X I  , i s  h o m o t o p i c  t o  g .  N o t i c e  t h a t  h  i s  an  
i m b e d d i n g  o f  C1 -
S i n c e  (X) /  0 a n d  X i s  d o m i n a t e d  b y  a  f i n i t e
2  2 p o l y h e d r o n *  ^H-j/X x I  ) /  o an d  X x I -  i s  a l s o  d o m i n a t e d
i  2b y  a  f i n i t e  p o l y h e d r o n -  Thus  t h e r e  i s  a  map f : 3 - — >X x I  
s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e
f
0 — » H-j ( o 1 ) ^ U h i (X X I 2 ) --->HX(X X I 2 ) / i / ( H 1 ( 3 1 ) ) ------>0
i s  s p l i t  e x a c t -  The map f  i s  h o m o t o p i c  t o  an  i m b e d d i n g
1 2  . h o  >X X I  * a n d  t h e  s e q u e n c e
0— >H1 ( S 1 ) — >H1 (X X I 2 ) --ylLj/X X I 2 ) / h # (H1 ( 3 X) )---->0
i s  a l s o  s p l i t  e x a c t , ,  By T h eo rem  I I „ 1 0 *  h ( l h ' )  i s  a  r e t r a c t  
o f  X x I 2 -
C o r o l l a r y  I I I - 1 1 : I f  K i s  a  f i n i t e  p o l y h e d r o n  a n d
(K) /  0 * t h e n  t h e r e  I s  an  i m b e d d i n g  hi  3 - — >K X I  s u c h  
t h a t  t h e  s e q u e n c e
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0 — >H-, ( S 1' ) ---- >H1 ( K X I ) ---- >H l (K X I ) / h # (H1 (Gx ) ) ----- >0
i s  s p l i t  e x a c t .  Thus  K X I  r e t r a c t s  t o  a  s i m p l e  c l o s e d
c u r v e .
P r o o f ; S i n c e  W% ( K) /  0  * t h e r e  i s  a  m a p p in g  
f : S - — > K s u c h  t h . a t  t h e  s e q u e n c e
f
0— (31) A H j (K) — (K) / f  v (H1 (S1 ) )  >0
i s  s p l i t  e x a c t .  I t  may h e  s u p p o s e d  t h a t  f  i s  s i m p l i c i a l ,
so  t h a t  f ( S ^ )  c  K1 .
S u p p o s e  t h a t  f ( S ^ )  d o e s  n o t  m e e t  a  2 - s i m p l e x  o f  
K. The s e q u e n c e  a h o v e  i s  e x a c t ,  so  f ( 3 ’*’ ) i s  n o t  a  t r e e .
L e t  C be  a  s i m p l e  c l o s e d  c u r v e  i n  f ( 3 ^ )  .■> a n d  l e t  t  be
a  l - s i m p l e x  o f  C. Then  c y t  i s  an  a r c . a n d  t h u s  CTyP
i s  a  r e t r a c t  o f  K^t 0 S i n c e  t  i s  t h e  f a c e  o f  n o  2 - s i m p l e x
o f  K. 0 i s  a  r e t r a c t  u f  K.
Now s u p p o s e  c h a t  f ( S ^ )  d o e s  m e e t  a  2 - s i m p l e x  a
o f  K. L e t  v be a  p o i n t  o f  cr n f ( 3 ^ )  . C o n s i d e r  f  a s  
a  m a p p in g  o f  I  i n t o  K , w i t h  f ( 0 )  = f ( l )  an d  w i t h o u t
l o s s  o f  g e n e r a l i t y  s u p p o s e  t h a t  f ( 0 )  = v„ L e t  p ; I — >ct
be  an im b e d d i n g  s u c h  t h a t  p ( I )  0 B d ( a )  = f p ( 0 ) }  -■ f v ) .
D e f i n e  a  map h s l  >K X I  b e  h ( t )  = ( f ( 2 t ) , 2 t )  f o r
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0  < t  < 1 / 2  y an d  h ( t )  = ( p ( - 4 t ^  + 6 t - 2 ) , 2 - 2 t )  f o r
1 / 2  < t  < 1 .  Then  h  * c o n s i d e r e d  a s  a  m a p p in g  o f  3 1 i n t o
K x I  , i s  an  im bedding . ,  and  h  i s  h o m o t o p i c  t o
f ' : S -  *K x I  * w h e re  f ' ( x )  = ( f ( x ) , 0 ) .  Thus  t h e  s e q u e n c e
h.
0 — >H1 ( S 1 ) - % H 1 (K x I ) — >E1 (K X l ) / h ^ ( H 1 ( S 1 ) )-- >0
i s  s p l i t  e x a c t .
C o r o l l a r y  I I I . 1 2 : I f  X i s  a  m e t r i z a b l e  s p a c e
which, i s  d o m i n a t e d  b y  a  f i n i t e  p o l y h e d r o n *  H-^(X) /  0 * 
an d  X h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y *  t h e n  e i t h e r :  i.) X
h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y  an d  X X I  d o e s  not* o r  i i )
X X I  h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y  a n d  (X x I )  x I  d o e s  
n o t .
E x a m p le  I I I . 1 3 : The f o l l o w i n g  e x a m p le  shows t h a t  i t
i s  n e c e s s a r y  i n  C o r o l l a r y  I I I . 12 a n d  i n  T h e o re m  1 1 . 1 0  t h a t  
X b e  d o m i n a t e d  b y  a  f i n i t e  p o l y h e d r o n .
F o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  n  * l e t  Sn b e  t h e  
c i r c l e  i n  t h e  p l a n e  h a v i n g  c e n t e r  ( l / n . , 0 ) a n d  r a d i u s
l / n „  L e t  Z = U°° -1E •> l e t  c -  ( 0 * 0 , 1 )  e , an d  l e t  ' n - j .  n
X b e  t h e  u n i o n  o f  a l l  p o s i b l e  l i n e  s e g m e n t s  f ro m  c t o  Z.
The f o l l o w i n g  a r g u m e n t  shows t h a t  Z h a s  t h e  f i x e d  p o i n t
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p r o p e r t y .  F o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  k l e t
\r
Z, = U" S , an d  l e t  X. c  X b e  t h e  co n e  o v e r  Z , .  F o r  k  n = l  n  5 k k
e a c h  k  t h e r e  i s  a  r e t r a c t i o n  — ->Xp_ s u c h  t h a t
d ( x J, r ( : x ) )  < 2 / k  + 1 .  Ouch a  map may b e  d e f i n e d  b y  l e t t i n g
r k ( t _ , t 2 , t ^ )  =•• (0 ,0 . ,  t ^ )  f o r  ( t ^ t ^ t ^ )  e X \  Xfc , and
r k.( "j z 2': = ( ^ i  ^ 2 ^ 3  ̂ o t h e r w i s e .  S u p p o s e  t h a t  t h e r e
i s  a  map f : X — >X w h i c h  i s  f i x e d  p o i n t  f r e e .  The s p a c e
X i s  c o m p a c t ,  so  t h e r e  i s  a  n u m b er  e > 0 s u c h  t h a t  
d(x .vf ( x ) )  > e f o r  x  e X. L e t  k  be  a  p o s i t i v e  i n t e g e r
s u c h  t h a t  2 / ( k  + 1 )  < c .  C o n s i d e r  t h e  map r ^ f l x ^ .
F o r  x e: X a d ( x ,  f ( x ) )  > a. , a n d  d ( f ( x )  ,
r k 'f ( x ) ) < 2 / ( k  +1) < o . Thus  r ^ f ( x )  ^  x  , so
r^ . f  | X fc: X ---- * x ^  i s  f i x e d  p o i n t  f r e e .  B u t  Xfc i s  a
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c o n t r a c t i b l e  f i n i t e  c o m p le x ,  so  h a s  t h e  f i x e d  p o i n t
p r o p e r t y .  T h i s  c o n t r a d i c t i o n  shows t h a t  X h a s  t h e  f i x e d  
p o i n t  p r o p e r t y .
Now f o r  e a c h  p o s i t i v e  i n t e g e r  n  , l e t  3^  b e  t h e
c i r c l e  i n  t h e  p l a n e  h a v i n g  c e n t e r  a t  ( - l / n , 0 ) a n d  r a d i u s  
l / n „  L e t  Z '  = , l e t  c '  = ( 0 , 0 , - ! ) ,  a n d  l e t  X'
b e  t h e  u n i o n  o f  a l l  p o s s i b l e  l i n e  s e g m e n t s  f r o m  c '  t o  Z ' .
L e t  Y = X U X r . The g r o u p  H1 (Y) i s  n o t  a  t o r s i o n  g r o u p
( s e e  [ 3 ] ) »  H ow ever ,  s i n c e  X a n d  X' e a c h  h a s  t h e  f i x e d
p o i n t  p r o p e r t y  a n d  X 0  X' = { ( 0 , 0 , 0 ) }  , t h e n  Y h a s  t h e
f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .  I t  c a n  b e  shown t h a t  f o r  a n y  p o s i t i v e
ni n t e g e r  n  , Y x I  a l s o  h a s  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y ,  
u s i n g  an  a r g u m e n t  s i m i l a r  t o  t h e  one  g i v e n  f o r  X„ I n  f a c t ,  
t h e  p r o d u c t  o f  Y w i t h  t h e  H i l b e r t  c u b e  a l s o  h a s  t h e  f i x e d  
p o i n t  p r o p e r t y .  I t  i s  shown i n  [ 3 ]  t h a t  H-^(Y) h a s  t h e  
c a r d i n a l i t y  o f  t h e  c o n t i n u u m .  S i n c e  H-l(K) i s  c o u n t a b l e  
f o r  a n y  c o u n t a b l e  c o m p le x  K , t h e  s p a c e  Y i s  n o t  d o m i n a t e d  
b y  s u c h  a  c o m p l e x .  T h e r e f o r e  Y d o e s  n o t  p r o v i d e  a  c o u n t e r ­
e x a m p le  t o  a n y  o f  t h e  t h e o r e m s  o f  t h i s  p a p e r .
F i n a l l y ,  a s  a  c o r o l l a r y  t o  T h e o re m  I I . 8 , we h a v e  t h e  
f o l l o w i n g  t h e o r e m .
Th eo rem  I I I . 1 4 : I f  X i s  a - m e t r i z a b l e  s p a c e  w h i c h
i s  d o m i n a t e d  b y  a  f i n i t e  (m+1 ) - d i m e n s i o n a l  p o l y h e d r o n ,  an d  
i f  t h e r e  i s  a  map f : S -  >X s u c h  t h a t  t h e  s e q u e n c e
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i s  s p l i t  e x a c t *  t h e n  t h e r e  i s  a  c o m p a c t  m e t r i z a b l e  s p a c e  
Y o f  t h e  h o m o to p y  t y p e  o f  X w h i c h  r e t r a c t s  t o  a n  m - s p h e r e .  
Thus  X h a s  t h e  h o m o to p y  t y p e  o f  a  s p a c e  w h i c h  d o e s  n o t  
h a v e  t h e  f i x e d  p o i n t  p r o p e r t y .
P r o o f : L e t  f : S - — >X be  a  m a p p i n g  w h i c h  y i e l d s  a
s p l i t  e x a c t  s e q u e n c e  a s  a b o v e .  L e t  Y = M (f )  * t h e  m a p p in g
m 1c y l i n d e r  o f  f .  The i n c l u s i o n  i : S  >Y i s  h o m o t o p i c  t o
t h e  map j f : S ~ —> Y  * w h e r e  j : X — >Y i s  t h e  i n c l u s i o n .
S i n c e  j  i s  a  h o m o to p y  e q u i v a l e n c e *  t h e  s e q u e n c e
i s  s p l i t  e x a c t .  T h e r e f o r e  t h e  s e q u e n c e
° — >Hm(Sm) - h > Hm(Y) * m( Y ) / i * ( H m(3 m) )------- >0
i s  a l s o  s p l i t  e x a c t .  I t  f o l l o w s  f r o m  T h e o rem  I I . 8  t h a t  
i ( S m) I s  a  r e t r a c t  o f  Y.
I I I . 15 I n  t h e  a b o v e  th e o rem *  i f  X i s  an  ANR* t h e n  
s o  i s  Y. I f  X i s  a  l o c a l l y  f i n i t e  p o l y h e d r o n  a n d  
g : S - — *X  I s  p i e c e w i s e  l i n e a r *  t h e n  M(g) i s  a l s o  a  l o c a l l y  
f i n i t e  p o l y h e d r o n .  Thus  Y c a n  b e  t a k e n  t o  b e  a  l o c a l l y  
f i n i t e  p o l y h e d r o n . ,  I f  Sm i s  t h e  c i r c l e *  t h e n  t h e  f i n i t e ­
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n e s s  a n d  d i m e n s i o n  r e s t r i c t i o n s  on  t h e  d o m i n a t i n g  p o l y ­
h e d r o n  o f  X a r e  u n n e c e s s a r y .
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